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Para entregar : Lunes, 24 de marzo, 2025.

Antes de las 9:10 AM 100%

Después de las 9:10 AM y hasta las 12 AM 80%
No se aceptaran tareas después de la fecha limite.

Se daran solo créditos parciales a respuestas que no incluyan detalles.

Problema 1: Soluciones de equilibrio semiestables. A veces, una solucién de equilibrio constante
tiene la propiedad de que las soluciones que se encuentran en un lado de la solucién de equilibrio
tienden a acercarse a ella, mientras que las soluciones que caen en el otro lado se alejan de esta. En

este caso se dice que la solucion en equilibrio es semi-estable.
(a) Considera la ecuacién
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donde k es una constante positiva. Muestra que y = 1 es el tinico punto critico, con la
correspondiente solucién de equilibrio ¢(t) = 1.

(b) Dibuja f(y) como funcién de y. Muestra que y es creciente como funcién de ¢ paray < 1y
también para y > 1. El campo de vectores tiene flechas apuntando hacia arriba tanto por
debajo como por encima de y = 1. Por lo tanto, las soluciones por debajo de la soluciéon de
equilibrio tienden a acercarse a ella, y las que estdn por encima se alejan mas. Por lo tanto,
@(t) =1 es semiestable.

(¢) Resuelve la ecuacion sujeta a la condicién inicial y(0) = y, y confirma las conclusiones

alcanzadas en la parte (b).

Problema 2: Otra ecuacién que se ha utilizado para modelar el crecimiento de la poblacién es
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(a) Dibuja el grafico de f(y) como funcién de y, encuentra los puntos criticos y determina si

la ecuacion de Gompertz:

donde r y K son constantes positivas.

cada uno es asintéticamente estable o inestable.

(b) Para 0 < y < K, determina dénde el gréifico de y como funcién de ¢ es céncavo hacia arriba
y dénde es concavo hacia abajo.

(c) Para cada y en 0 < y < K, demuestra que dy/dt dado por la ecuacién de Gompertz nunca

es menor que dy/dt segin la ecuacién logistica.

Problema 3:
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(a) Resuelve la ecuacién de Gompertz

sujeta a la condicién inicial y(0) = yo. Sugerencia: Puede ser ttil hacer el cambio u =
In(y/K).

(b) Para los siguientes datos r = 0.71/afio, K = 80.5 x 10%kg, yo/K = 0.25, usa el modelo de
Gompertz para encontrar el valor predicho de y(2).

(¢) Para los mismos datos que en la parte (b), usa el modelo de Gompertz para encontrar el

tiempo 7 en el cual y(7) = 0.75K.

Problema 4: A un nivel dado de esfuerzo, es razonable suponer que la tasa a la que se pescan
los peces depende de la poblacién y: cuanto més peces haya, mas ficil sera atraparlos. Por lo tanto,
asumimos que la tasa a la que se pescan los peces esta dada por Fy, donde F es una constante
positiva, con unidades de 1/tiempo, que mide el esfuerzo total realizado para cosechar la especie de

pez dada. Para incluir este efecto, la ecuacién logistica se reemplaza por

Esta ecuacién es conocida como el modelo de Schaefer, en honor al biélogo M. B. Schaefer, quien la
aplicé a las poblaciones de peces.

(a) Demuestra que si E' < r, entonces hay dos puntos de equilibrio, y; =0y yo = K(1—-E/r) >
0.

(b) Demuestra que y = y; es inestable y y = ys es asintéticamente estable.

(c) Un rendimiento sostenible Y de la pesqueria es una tasa a la que se pueden pescar peces
indefinidamente. Es el producto del esfuerzo F y la poblacién asintéticamente estable ys.
Encuentra Y como una funcién del esfuerzo E; la grafica de esta funcién se conoce como la
curva rendimiento-esfuerzo.

(d) cDetermina E para maximizar Y y, por lo tanto, encuentra el rendimiento sostenible maximo
Y.



