SOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES
(METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS)
POSGRADO EN CIENCIAS MATEMATICAS, UNAM
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PROFESOR: GERARDO HERNANDEZ DUENAS

Para entregar : Viernes, 3 de diciembre, 2021.
Antes de las 4:40 PM 100%
Después de las 4:40 PM y hasta las 11:59 PM 80%

Se daran solo créditos parciales a respuestas que no incluyan detalles

Problema 1 : Considera la ecuacién de Burgers viscosa con condiciones Dirichlet:
Ovu + Oy (%UQ) = €Uy, —-3<x<3

0, if z<-1
11—z if —-1<x2<0

u(z,0) - A4z, if O<z<1
0, it 1<
u(—3,t) = u(3,t) = 0. Condicién de frontera Dirichlet

Usando la transformada de Cole-Hopf, resuelve el problema anterior. Considera valores de €

decrecientes y comenta que observas cuando € — 0. Especificamente,

(a) Aproxima numéricamente la solucién a tiempo ¢t = 0.5, 1, y para cada tiempo, considera dos
valores del coeficiente de viscosidad € = 0.005,0.02. Sin viscosidad, las curvas caracteristicas
nos da una solucion exacta para tiempos t < 1 cuando las curvas se intersecan por primera
vez, para la condicion inicial dada arriba. Para cada tiempo, grafica tanto la solucién exacta
como la aproximada.

(b) La solucidn viscosa se puede calcular para tiempos post-choque ¢ > 1. Aproxima la solucién
a tiempo t = 2 para € = 0.005,0.02. Que observas para el valor mas chico de €? Grafica las
dos soluciones. Puedes conjeturar a que converge la solucién cuando € — 0 a tiempo t = 27

Sugerencia para la solucién numérica:

e Dada la condicién inicial u,(z), aplica la transformada Cole-Hopf

Po(w) = exp <21€ /: uo(s)dz) .

o

e Resuelve la ecuacién del calor ¢; = €p,, con la condicién inicial ¢, ().

Nota: Debes resolver la ecuacion del calor para ¢ con el esquema numérico

(n+1) _ €At () DBINO)
P =n+ N (‘Pj71 - 2<Pj + ‘Pj+1) .
Usa condiciones Neumann 0,¢(—3,t) = 9,%(3,f) = 0. En el cédigo, las condiciones

periddicas se leen ¢(0) = ¢(N), (N + 1) = ¢(1). Para condiciones Neumann en ¢, debes
usar ¢(0) = (1), p(N + 1) = ¢(N).
e Vuelve a la ecuacién de Burgers viscosa mediante la transformada inversa u = —2ep, /.
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Respuesta a parte a):
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FIGURE 1. Se muestran las condiciones iniciales, la solucién numérica y una
solucion referencia a distintos tiempos y valores de e.

Las soluciones numéricas a tiempos t = 0.5 y t = 1, € = 0.005 y € = 0.02 se muestran en la
figura [} También se muestra una solucién referencia que funciona para la solucién sin viscosidad.
En lugar de eso, pueden poner la solucién exacta dada por el método de las curvas caracteristicas.
Como podemos ver, entre mas chico es €, mas se parece a la solucién sin viscosidad. La solucién a

tiempo t = 1 es justo cuando se forma la discontinuidad.
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Respuesta a parte b):
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FIGURE 2. Se muestra la solucién viscosa a tiempos post-choque para ¢ = 0.005, 0.02.

La solucién viscosa a tiempos post-choque se puede calcular con la estrategia de la transformada
de Cole-Hopf. Se muestra en la figura Se ve ademds que cuando € es pequeno, la solucién se

acerca a la discontinua dada por la solucién referencia.
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Problema 2 : Resuelve numéricamente el problema
Pt + APy = 07
1 if —-L<x<0
p(x,0) =
0 if 0<z<L
cona=1,L=1,t=1/2, con condiciones de frontera Neumann, y usando los siguientes esquemas
numéricos
e Esquema 1:

aAt
o =0 =~y (P —pj)

e Esquema 2:
1 alt
P =0 = 1 (o) = Pia)-

Usa la condicién CFL aAt/Axz < 1. Reporta lo que observas.

Respuesta a problema 2:
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FIGURE 3. izquierda: Solucién dada por el esquema 1. Derecha: Solucién dada
por el esquema 2.

Las soluciones se muestran en la figura |3l Como podemos ver, el segundo esquema es estable. El
primero siempre es inestable en este caso (a0l > 0)). Esto es consistente con lo visto en clase en

cuanto a la estabilidad de estos métodos aplicados a la ecuacién de transporte.



