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Se darán solo créditos parciales a respuestas que no incluyan detalles

Problema 1 : Considera la ecuación de Burgers viscosa con condiciones Dirichlet:

∂tu+ ∂x
(

1
2u

2
)

= εuxx, −3 ≤ x ≤ 3

u(x, 0) =


0, if x ≤ −1
−1− x if −1 < x ≤ 0
−1 + x, if 0 < x ≤ 1
0, if 1 < x.

u(−3, t) = u(3, t) = 0. Condición de frontera Dirichlet

Usando la transformada de Cole-Hopf, resuelve el problema anterior. Considera valores de ε

decrecientes y comenta que observas cuando ε→ 0. Espećıficamente,

(a) Aproxima numéricamente la solución a tiempo t = 0.5, 1, y para cada tiempo, considera dos

valores del coeficiente de viscosidad ε = 0.005, 0.02. Sin viscosidad, las curvas caracteŕısticas

nos da una solución exacta para tiempos t ≤ 1 cuando las curvas se intersecan por primera

vez, para la condición inicial dada arriba. Para cada tiempo, grafica tanto la solución exacta

como la aproximada.

(b) La solución viscosa se puede calcular para tiempos post-choque t ≥ 1. Aproxima la solución

a tiempo t = 2 para ε = 0.005, 0.02. Que observas para el valor más chico de ε? Grafica las

dos soluciones. Puedes conjeturar a que converge la solución cuando ε→ 0 a tiempo t = 2?

Sugerencia para la solución numérica:

• Dada la condición inicial uo(x), aplica la transformada Cole-Hopf

ϕo(x) = exp

(
− 1

2ε

∫ x

xo

uo(s)dz

)
.

• Resuelve la ecuación del calor ϕt = εϕxx con la condición inicial ϕo(x).

Nota: Debes resolver la ecuación del calor para ϕ con el esquema numérico

ϕ
(n+1)
j = ϕn +

ε∆t

∆x2

(
ϕ

(n)
j−1 − 2ϕ

(n)
j + ϕ

(n)
j+1

)
.

Usa condiciones Neumann ∂xϕ(−3, t) = ∂xϕ(3, t) = 0. En el código, las condiciones

periódicas se leen ϕ(0) = ϕ(N), ϕ(N + 1) = ϕ(1). Para condiciones Neumann en ϕ, debes

usar ϕ(0) = ϕ(1), ϕ(N + 1) = ϕ(N).

• Vuelve a la ecuación de Burgers viscosa mediante la transformada inversa u = −2εϕx/ϕ.
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Respuesta a parte a):
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Figure 1. Se muestran las condiciones iniciales, la solución numérica y una
solución referencia a distintos tiempos y valores de ε.

Las soluciones numéricas a tiempos t = 0.5 y t = 1, ε = 0.005 y ε = 0.02 se muestran en la

figura 1. También se muestra una solución referencia que funciona para la solución sin viscosidad.

En lugar de eso, pueden poner la solución exacta dada por el método de las curvas caracteŕısticas.

Como podemos ver, entre más chico es ε, más se parece a la solución sin viscosidad. La solución a

tiempo t = 1 es justo cuando se forma la discontinuidad.
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Respuesta a parte b):
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Figure 2. Se muestra la solución viscosa a tiempos post-choque para ε = 0.005, 0.02.

La solución viscosa a tiempos post-choque se puede calcular con la estrategia de la transformada

de Cole-Hopf. Se muestra en la figura 2. Se ve además que cuando ε es pequeño, la solución se

acerca a la discontinua dada por la solución referencia.
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Problema 2 : Resuelve numéricamente el problema
ρt + aρx = 0,

ρ(x, 0) =

 1 if −L ≤ x < 0

0 if 0 ≤ x ≤ L
con a = 1, L = 1, t = 1/2, con condiciones de frontera Neumann, y usando los siguientes esquemas

numéricos

• Esquema 1:

ρn+1
j = ρnj −

a∆t

∆x

(
ρnj+1 − ρnj

)
.

• Esquema 2:

ρn+1
j = ρnj −

a∆t

∆x

(
ρnj − ρnj−1

)
.

Usa la condición CFL a∆t/∆x ≤ 1. Reporta lo que observas.

Respuesta a problema 2:
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Figure 3. izquierda: Solución dada por el esquema 1. Derecha: Solución dada
por el esquema 2.

Las soluciones se muestran en la figura 3. Como podemos ver, el segundo esquema es estable. El

primero siempre es inestable en este caso (a01 > 0)). Esto es consistente con lo visto en clase en

cuanto a la estabilidad de estos métodos aplicados a la ecuación de transporte.


