ANALISIS REAL I - 2020. TAREA 10

PROFESOR: GERARDO HERNANDEZ DUENAS

Para entregar : Jueves 14 de mayo
Se daran solo créditos parciales a respuestas que no incluyan detalles

Problema 1: Supongamos que ¢ es una funcion real continua en (a, b) de tal forma que
r+y 1 1
< = —
<p< 5 ) < (@) + 5e(y)

para toda z,y € (a,b). Demuestra que ¢ es convexa. (Esta conclusiéon no se sigue si la continuidad

se omite de las hipotesis).
Problema 2: Supongamos que f es una funcién compleja medible en X, p es una medida positiva
en X,y
o) = [ 1fPdn =171 0 <p < o).
Sea E = {p: ¢(p) < oo} Supongamosmque [|flloo > 0.
(a) Sir<p<s,re€E,ys€ FE, demuestra que p € E.
(b) Prueva que log ¢ es convexa en el interior de E' y que ¢ es continua en E.
(c) Por (a), F es conexo. Es F necesariamente abierto? Cerrado? Puede E consistir de un solo
punto? Puede E se cualquier subconjunto conexo de (0, 00)?

(d) Sir < p < s, demuestra que || f||, < max(||f||.,||f]|s). Muestra que esto implica la inclusiéon
L"(p) N L* () C LP ().
(e) Supongamos que [|f||, < co para algin r < co. Demuestra que
[1£1lp = [If]loc cuando p — oo.

Problema 3: Supongamos, ademés de las hipotesis del problema 2, que u(X) = 1.
(a) Demuestra que ||f||» < ||f]ls si0<r < s < co.

(b) Bajo que condiciones sucede que 0 <r < s < ooy ||fllr = |flls < c0?
(¢) Demuestra que L" (1) D L*(p) si0 < r < s. Bajo qué condiciones esos dos espacios contienen
las mismas funciones?

(d) Supongamos que ||f]|| < co para algin r > 0. Demuestra que

tny 71, = oo { [ 1o 7l

si exp(—o0) se define como cero.
Problema 4: Supongamos que f, € LP(u),n=1,2,3,..., ||fo— fllp = 0y fn — ¢ p-c.t.p. cuando
n — 0o. Qué relacion existe entre f y g7
Problema 5: Supongamos que p(2) = 1y f,g son funciones medibles en Q) tal que fg > 1.
Demuestra que [q, fdu [, gdp > 1.



