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Análisis Real I - Examen 3
Problema 1: Supongamos que f es una función compleja medible en X, µ es una medida positiva
en X, y

ϕ(p) =

∫
x
|f |pdµ = ||f ||pp. (0 < p <∞).

Sea E = {p : ϕ(p) <∞}. Supongamos que ||f ||∞ > 0.

(a) Si r < p < s, r ∈ E, y s ∈ E, demuestra que p ∈ E.

(b) Prueba que logϕ es convexa en el interior de E y que ϕ es continua en E.
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Análisis Real I - Examen 3

continuación del problema 1

(c) Si r < p < s, demuestra que ||f ||p ≤ max(||f ||r, ||f ||s). Muestra que esto implica la inclusión

Lr(µ) ∩ Ls(µ) ⊂ Lp(µ).

(d) Supongamos que ||f ||r <∞ para algún r <∞. Demuestra que

||f ||p → ||f ||∞ cuando p→∞.
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Análisis Real I - Examen 3
Problema 2 Sea S la clase de todas las funciones f en R que tienen la siguiente propiedad: f es
infinitamente diferenciable, y existen números Am,n(f) < ∞ para m,n = 0, 1, 2, . . . (dependen de
f solamente) tales que

|xnDmf(x)| ≤ Am,n(f), (x ∈ R).

Aqúı D es el operador diferenciación. Demuestra que la transformada de Fourier mapea S en S.
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Análisis Real I - Examen 3
Problema 3: Supongamos que 1 ≤ p ≤ ∞, y que q es el esponente conjugado de p. Supongamos
que µ es una medida positiva σ-finita y que g es una función medible tal que fg ∈ L1(µ) para cada
f ∈ Lp(µ). Prueba que g ∈ Lq(µ).
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Análisis Real I - Examen 3
Problema 4: Supongamos que X consiste de dos puntos a y b; define µ({a}) = 1, µ({b}) = µ(X) =
∞, y µ(∅) = 0. Es cierto que para esta medida µ, L∞(µ) es el espacio dual de L1(µ)?

6


