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Analisis Real I - Examen 2
Problema 1: Sea (X, A, 1) un espacio con medida y D € A un conjunto medible. Sean {f,}, f
funciones medibles. Se dice que {f,,} converge en medida p en D a f (f, =" f) si para cada e >0
tenemos

lim pfa € D |fulx) — @) = ¢} = 0.
(a) Muestra que la condicion

Jim pfz € D:|fu(2) = f(z)] >0} =0

implica que f, =>* f en D.

(b) Muestra que la implicaciéon conversa no es cierta.
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(¢) (continuacion del problema 1) Muestra que la condicion en (a) implica que para pg—c.t.p
x € D tenemos fy,(z) = f(x) para un namero infinito de indices n € N.
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Problema 2: Sea {f, : n € N} una sucesion de funciones medibles real-valuadas no-negativas en
R tales que f,, — f p-c.t.p. en R. Supongamos que

lim [ fpdu= / fdu < oo.
Muestra que para cada conjunto medible £ C R tenemos

lim fndu:/fd,u.
E E

n—oo
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Problema 3: Sea (X, A, ) un espacio con medida y D € A un conjunto medible. Sea {f,} v f
funciones medibles y real valuadas p—c.t.p. en D. Supongamos que existe una sucesiéon de nimeros
positivos {e,} tales que

<1> ZnGNen <00
(2) [p|fn — fldp < €, para toda n € N.

Muestra que la sucesion {f,} converge a f p—c.t.p. en D.
Nota: No se supone integrabilidad de fy, f,|f|.
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Problema 4: Sea X un conjunto no numerable, y sea A C 2X la o—algebra de subconjuntons de
X definida por: A € A siy sélo su A es numerable o X \ A es numerable. Sea u: A — N, U {oco}
la medida respectiva que cuenta. Sea A la medida en A tal que A(A) = 0 si A es numerable y
A(A) = 0o si A no lo es. Muestra que A\ << p, es decir, \ es absolutamente continua con respecto
a [, pero que la conclusién del teorema de Radon-Nikodym no es valida.
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Problema 5: Sea (X, A, 1) un espacio con medida. Sea { fy, }nen una sucesion de funciones medibles
real valuadas e integrables en D € A. Supongamos que

lim f, = f pc.t.p. en D.
n—oo

(a) Muestra que si limy, o0 [ [ fuld = [ | fldp, entonces limy, o0 [1 frdp = [ fdp.

Sugerencia: Aplica la extension de convergencia dominada escrito en el siguiente problema
para gn = 2(|fn‘ + |f|) y hp = |fn - f| + |fn| - |f’
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(b) (continuacion del problema 5) Muestra que el converso de la parte (a) es falso construyendo
un contra-ejemplo.
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Bono: (Extension del Teorema de Convergencia Dominada). Sea (X, .A, 1) un espacio con medida
y sea { fn}nen, {gntnen, ¥ f,g funciones medibles real-valuadas. Sea D € A un conjunto medible.
Supongamos que

(a) limp—oo frn = f y limy—00 gn = g u— c.t.p. en D.
(b) {gn} y g son integrables en D y lim, o0 [ gndp = [, gdp.
(¢) |fnl < gn en D para cada n € N.

Demuestra que f es integrable en D y lim,, o fD fndp = fD fdu.



