SERIES

Sea (x,) C R sucesion, defina las sumas parciales s, como s, = > T,

m<n

La sucesion (s,) se conoce como la serie generada por () y se denotard por > Tm, D01 Ty 6 00| Ty

Decimos que la serie Y x,, es:

a) convergente si la sucesién (s,,) es convergente.

b) alternante si z,, = (—1)" " z,,|.

c¢) absolutamente convergente si . |x,,| es convergente.

d) rearreglo de > y,, si existe (ny) reacomodo de (n) tal que (z,) = (Yn,)-

OBSERVACION: (s,) convergente implica (s,) acotada

Teorema 1. Si (s,) converge entonces (z,,) es nula.

Demostracion.
Tp =8, — Sp—1 = limx,=lims,— lims,_;1=0
n—oo n—oo n—o0
O
Teorema 2. Sean «, (3, ¢ € R tales que Yz, = a, Y ym = B, entonces:
D n ) Y =) (@ntym) =@t B wn =) vy =co.
Demostracion. Sean (s,,) y (t,) las sumas parciales de Y, y D 4, respectivamente,
a+ = lim s, + lim t, = lim (s, +¢,) = lim Z(mm + Ym) = Z(mm + Ym)-
n—0o0 n—00 n—00 n—oo
m<n
co = cnlglgosn = CJLIEO Z Ty = nh—>n<}o Z CTyy = Zcmm
m<n m<n
O
Teorema 3. ) x,, es convergente sii existe mo > 1 tal que Zm>m0 T, es convergente, ademds
mo—1
2 ==, intf
m>1
Demostracion. Sean (s,) y (t,) las sumas parciales de Z Tm Y D m>m, Tm TeSpectivamente, para n > m,
mo—1 mo—1 mo—1
=2 tmtte > ) wm=linsn= > ant M tn= D ont D
m=1 m=1 m>mg

En las proposiciones 1 y 2 y el teorema 4 asumiremos que x,, > 0 para todo n.
Proposicién 1. )z, converge sii (s,) es acotada superiormente.

Demostracion. s, es creciente, pues s, — s,_1 = x, > 0, y por hipotesis es acotada, por tanto (s,) es
convergente. Conversamente, si (s,) convergente entonces es acotada. U

Proposicién 2. Si > y,, es rearreglo de la serie convergente > T,,, entonces » Yy, es convergente.
Demostracion. Observe que para cadan > 0, existe N > 0 tal que {y1, ¥2, - - yn} C {21, T2, -z} entonces
OSZymS Z:Bm<2xm<oo.

m<n m<N

Como (y,,) es sucesion de términos positivos y las sumas parciales ) .y, estdn acotadas superiormente

concluimos que ) y,, es convergente (proposicion 1). O
1



2

n+1

Teorema 4. Si (x,,) es estrictamente decreciente y nula entonces Y (—1)""'x,, es convergente y su limite es

Positivo.

Demostracion. Por los teoremas de sucesiones vistos en clase, basta probar que las subsucesiones (sa,) y
(S2n41) son convergentes al mismo valor. Observe que para todo n > 1,

0 < (21 —m2) + (w3 —14) + - + (Ton1 — T2n) = S2p = T1 — (T2 — T3) — -+ — (Ta(n—1) — T2n—1) — Ton < T1.

Dado que (s2,) es creciente respecto a n y acotada superiormente, (ss,) convergente atin nimero positivo
pues es suma de términos positivos por ser (x,,) estrictamente decreciente. Ademés

Sop_1 = Sop — Lo, = lim S9,_ 1 = lim s9,, pues lim x4, =0
n—oo n—oo n—oo
Teorema 5. Una serie es absolutamente convergente sii cada rearreglo lo es.

Demostracion. El que cada rearreglo sea abs. conv. si la serie es abs. conv. se deduce de la proposicién 2. El
converso se deduce de que cualquier serie es rearreglo de ellas misma. ]

Teorema 6. Si Y x,, es absolutamente convergente entonces y | &, es convergente.

Demostracion. Sean (s,) v (t,) las sumas parciales de Yz, v Y |2,,| respectivamente, se probard que (s,,)
es Cauchy dado que () lo es. Sea € > 0, existe N € N tal que si m,n > N

m m
o =t <€ = sm—sal=| Y @] < D |mi| = |t — tul <€
i=n-+1 1=n+1

g

Proposicién 3. Sea (x,,) sucesion de términos positivos y defina la serie Y . Sea Y ym, otra serie.

a) > xy, convergente y |ym| < Mz, para m > ng y M > 0 fijo, entonces >y, es absolutamente
convergente.

b) >y, divergente y |ym| > Mz, para m > ng y M > 0 fijo, entonces Y y,, es divergente.

c) Silos elementos de (yy,) son distintos de cero, Y x,, convergente Y |Ym+1|/|Ym| < Tmi1/Tm param > ny,
entonces Y ym es absolutamente convergente.

d) Si los elementos de (y,) son distintos de cero, Y x,, divergente ¥ Ym+1/Ym = Tmi1/Tm para m > no,
entonces > ym es divergente.

Proposicién 4. Sea (x,) sucesion de términos no nulos y suponga im |z i1|/|Tm| = o, Um {/|zp41| = 5
para «, [ reales, entonces

a) Simin{a, B} < 1, entonces Y x,, converge absolutamente.

b) Si min{a, B} > 1, entonces >z, es divergente.

Demostracion.

Si min{a, B} < 1 existe N € N tal que si m > N entonces |zp1|/|Tm| < b <16 |z, < b <1 para
algin b fijo. Esto se justifica aplicando el ejercicio C* de la tarea 1 a la sucesion vy, = |Tpi1|/|zm| — 1 6
Ym V/|Tm| — 1 segun sea el caso. De este modo

N N-1
nn] = lzn (0" = D o] =Y am oy D B <o0, 60D am| =) fw|+ D b < o0,
m=1 =1 m>M

Suponga ahora min{«, 5} > 1 puede encontrarse (por el ejercicio C* de la tarea 1 aplicado a la sucesién
correspondiente) N € N tal que si m > N entonces

|Tmi1]/|em] > b>1 6 |z, >0">1

para algun b fijo. En cualquiera de los dos casos, (|z,|) no es nula, por teorema 1, la serie Y |z,,| es divergente,
i.e. Y, x, también lo es. O



