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EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

El origen de
Cartago
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EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

La fundaciéon de Cartago

En el siglo noveno antes de nuestra era, la ciudad fenicia de
Tiro, en el Oriente Medio, tenia un rey llamado Belus.
Belus tenia dos hijos, la hermosa princesa Dido vy el

famoso Pigmalidn.
A la muerte de Belus, Pigmalion asumio el reinado. Cuenta la

g o

leyenda que Dido se habia casado con un acaudalado

hombre llamado Siqueo, a quien Pigmalidn

asesind para robar sus riquezas.



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

El fantasma de Siqueo se le aparecio a Dido para
contarle los trdgicos acontecimientos, decirle dénde
tenia escondido su tesoro y pedirle que lo buscaray,

llevandoselo, abandonara Tiro. Asi, Dido decidio
partir, encabezando una flota de naves, todas
bien cargadas del oro y la plata que habia

recibido de Siqueo.




EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Atravesé el Mediterrdneo en busca de nuevas tierras en donde
asentarse. Finalmente arribé a un sitio en el norte de Africa,
muy cerca de la actual ciudad de Tdnez. Reinaba ahi Iarbas,
a quién le compro un pedazo de tierra junto al mar. Acordé
con Iarbas que, por el dinero pagado, podria fundar su ciudad
en la porcidn de tierra que pudiera rodear con la piel de un
buey, que el propio Iarbas le habia obsequiado, confiado en

que con una piel de vaca seria poco

lo que Dido podria rodear.




EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

No obstante, Dido cortd la piel en tiras mucho muy
angostas, que unié cuidadosamente para formar una
larga tira y con ella cefiir un gran espacio; el mayor que
fuese posible. En él fundé la ciudad de Cartago de la cual

se convirtio en reina.




Dido medita sobra la forma ™
que deberad tener su terreno

posible, donde poder fundar
su grandiosa ciudad.

http://homepage.mac.com/cparada/GML/Dido.html

¢Habria formado un triangulo? De ser asi,

¢seria éste equildtero o rectdngulo? ¢O

,* tabria quuza formado un rectangulo? ¢Pero
X/ de qué proporciones? ¢Quizds habra sido

5 P un semicirculo? ¢O un circulo?

\‘\



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Problema

S/ tenemos un cordon con el gue deseamos
rodear una cierta superficie, cqué forma
debemos darle a ésta para que aguél
encierre la mayor drea posible?

g o

A\ 2



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Conjuntos convexos

Se dice que una figura plana es una figura
convexa si tiene la siguiente propiedad: Si
tfomamos dos puntos cualesquiera dentro

de la figura, entonces todos los puntos
del segmento rectilineo

/ que [os une a ambos

tambien estan dentro

‘*f(* T de ella.
o) 4.



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Cualquier solucion del problema
isoperimétrico debe ser una figura
convexa

Figura 2 Figura 3 Figura 4

10




EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO
Paralelogramos isoperimeétricos

De la siguiente secuencia

de figuras, es claro que el

- paralelogramo de mayor
drea es el rectangulo.
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Teorema. De entre todos los
paralelogramos con lados a y b, e/
rectdngulo es el gue tiene mayor drea.

Esta drea es
A = ab.

g o

A\ 12
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Si tenemos un rectdngulo’
de base a y altura b5,
su drea esta dada por

A = ab

y su perimetro por P =2(a +b). Si
llamamos x =(a + b)/2, entonces
podemos suponer

*"f& b a=-X+¢C b= x-¢
/ /
* 5/‘

e\



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Asi, el cuadrado de
lado x y el
rectdngulo de lados
X+CY X-c tienen
X igual perimetro, y sus

dreas son

AP X—C X° Y
(x+o)(x-¢) =x° -,
‘*ﬁ}/’ 175 respectivamente.

» I. y ) Asl, el drea es maximasi ¢ = 0.
,(‘\“




EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

En general, el mdaximo es para
a=FPr4
Asi, obtenemos

Teorema. De todos los paralelogramos
isoperimétricos, es el cuadrado el gue tiene
drea maxima. Siel perimetro es P, entonces
esta drea es

4‘)@@ A =P2/16 = 0.0625 P2.

Al 15



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Para tridngulos se procede de forma andloga,
con una funcion.

De dos tridngulos isoperimétricos

de igual base, es el isdsceles el

4 que tiene mayor drea. Y de los
tridngulos isdsceles
isoperimétricos, es el equildtero
el que tiene la maxima drea.

et

’\/\\



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

En general, para poligonos de »n lados tenemos:

Teorema. De entre todos los poligonos con n
lados y con perimetro P, es el reqular el gue
tiene mayor drea.

'y =9

A\ 17
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Para poligonos, en general, tenemos:

Teorema. De entre dos poligonos regulares
con perimetro P, es el de mayor nimero de
Jados el que tiene mayor drea.

v 80

Al 18
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Poligono regular Area en términos
del perimetro P
Cuadrado (4 lados) 0.0625 P*
Pentagono (5 lados) 0.0688 P?
Hexagono (6 lados) 0.0722 P*
Heptagono (7 lados) 0.0742 P*
Octagono (8 lados) 0.0754 P*
Nonagono (9 lados) 0.0763 P?
Decagono (10 lados) 0.0769 P*
Endecagono (11 lados) | 0.0774 P?
Dodecagono (12 lados)|  0.0778 P*
13-gono (13 lados) 0.0780 P*
14-gono (14 lados) 0.0782 P?

Tabla 1
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Solucién del problema isoperimétrico

Dado que cada vez que tengamos un poligono con
nlados y perimetro P, el'que tiene 7+ 1 lados
y el mismo perimetro tiene mas area, ho
puede haber un poligono que tenga area
maxima. De cierta forma, la dnica posibilidad
es pensar en un poligono regular que tenga un
“ndmero infinito" de lados. Este sélo puede
ser el circulo, que es el 'limite’ de los
coligonos regulares cuando el nimero de

ﬁfj lados tiende a infinito.
= o



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Si el perimetro de un circulo es P, entonces el
radio debe ser r = FP/2x; por lo tanto, el drea
debe ser

A=nr?=n(PR2n)? = P2/An = (1/4n)P? =

= 0.0796 P-.
g o

A\
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Teorema. De todas las figuras planas con e/
mismo perimetro P, es el circulo la gue
tiene mayor drea. Estaes

A=0.0796 P-.

g o

A\ 22



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

La figura muestra que s. >
W tenemos una familia de
~/ elipses isoperimétricas,

si los ejes mayor a vy
menor b son distintos,

entonces el drea no puede ser mdxima. Ya
que el dreaes A= nab y el perimetroes 7~
=rn(a + b), el mismo argumento de los
‘*fQ =  rectdngulos prueba que de entre las
ST
/

‘ elipses isoperimétricas, el circulo
A tiene drea mdxima.



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO
EN EL ESPACIO.

La naturaleza resuelve el problema
isoperimétrico en el espacio, aplicando el
principio de minima energia. Un ejemplo

son las pompas de jabon.

La forma esférica,

e es de minima energia
y 34 y de mdximo
? P volumen.



EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO
EN EL ESPACIO.

Las superficies minimas son ejemplos
de superficies de drea minima con un
perimetro determinado:




EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO
EN EL ESPACIO.




EL PROBLEMA ISOPERIMETRICO
EN EL ESPACIO.




EL AREA DE UN CIRCULO

El drea de un circulo - la prueba del tiburdn

«Circulo de radio 1 (o r)
«Cuadrado inscrito de area 2 (o 2r2)

«Cuadrado circunscrito de drea 4 (o
4r2)

El drea del circulo
debe estar entre 2
y 4
(o entre 2r?y 4r?).




EL AREA DE UN CIRCULO

WAL

WAAAAAL

Transformamos el circulo en (casi) un rectdngulo de base Ttr
y altura r:

ke "
W Y
\ 29
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EL AREA DE UN CIRCULO

Si cada vez tomamos los gajos mds y mads angostos, la figura se
parece mds y mds a un rectdngulo de base 7tr altura r:

i S

Arquimedes

Asl, en el limite, el drea del rectdngulo se vuelve

f. .
0% T -r = Tl



EL METODO EXHAUSTIVO DE
ARQUIMEDES

La idea de la demostracién anterior -la prueba del tiburdn- se
remonta a Arquimedes, quien creé el método de exhaucion o
método exhaustivo, e ideas parecidas como la de ir
aproximando un rectdngulo por sectores circulares cada vez
mds angostos.

Arquimedes también lo hizo asi:




...NUNCQ seré abogado si ho comprendo
|0 que SighifiCa demostrar. Gali de
Springfield Y regrese a Casa de mi padre,
de donde no sali hasta gue hube
demostrado Cada proposicidn de Cada
unho de (oS seis libros de
Euclides. Entonces supe el sighificado
de demostrar Y regrese a mis estudios de
leyes.

" Abraham Lincoln
I~ €

25 IMUCHAS GRACIAS!



