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Matematicas ¥ [a Cultura general A%

A
La contribucion de las matematiCas, COmo materia escolar,
a la Cultura general, Consta esencCialmente de dos aspectos
fundamentales. Por un lado, el pensamiento matematico
surge del afan del espiritu humano de concebir
Cuahtitativamente su entorno: Comparar, Contar, medir ¥y
dibWwar son actividades que se hah desarrollado en todas
las culturas del mundo.
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Matematicas Y la Cultura general

A\
Por otro |ado siempre se ha tenhido |a ambicion de explorar
interrelaCiones, de reconocer estructuras, de hacer
abstracciones, Sin mas objetivo que el
conhocimiento mismo. Con |3 interaccion entre (as
matematiCas “puras” ¥ las “aplicadas”, se ha ido
construyendo a traves de [0S Siglos
el edificio matematico como un [ogro cultural

comUln de todos |0s pueblos.
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MatematiCas ¥ la Cultura general Xa
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[,as CiencCias exactas utilizan el lenguaje Y |os calculos de

las matematicas; en muchos dmbitos del pensamiento
humano, es indispensable el trabajo con modelos
matematicos de la realidad. AsSi, las matematicas Crean
|as condicCiones para orientar el pensamiento Y la
Capacidad de juicio en un
fmunhdo muy complicado.




cConsideremos |0s nUmeros
9.3.8. 7 1117 .19 9379 37 37 ¢] 43 ¢7

Faltah, aparte de [0S pares el 1Y el 2, |os hUmeros 9,
15, 21, 25, 27,... [NO cuesta trabajo perCatarse de
gue |os impares que faltan son |0s multiplos de 3, 10§
de 5, |os de 7, |0s de 11,..., es deCir, faltan oS
multiplos de |os nUmeros gue si aparecian.
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o Ce dice que un numero es primo Si es mayor que 1Y
sOlo puede dividirse entre st mismo y entre 1, es decir,
si no admite ningln otro numero que |o divida.
o Equivalentemente, un numero natural €s primo S/ tiene
exactamente dos qivisores distintos: 1 y éf mismo.

. S' 2 numeYO nO es primo, Se llama cCompuesto.




1,08 himeros primos

» [LOS nUmeros primos son [0S [adrillos con (0s que se
arman todos |0s demas nUmeros haturales.

Es decir, cualguier ndmero natural es producto de
nlUmeros primos, por ejemplo:

s = [ 5 o 1) )
19 -333 1¢-99 I5-35 465595
" 18 = 2-3-3, etC.




Teorema fundamental de |a aritmétiCa

Dado cualquier ntmero natural n, éste puede
expresarse en forfma Unica como un progucto

n=p1 ooopk

donde p,, ..., b, $0h hUMmeros primos tales gue

p, - < Py




1,08 himeros primos

Las primeras preguntas que surgen respecto de la
coleccion de [0S humeros primos son:
1. {Cuantos hay? ¢éhay un numero finito de ellos o, por
el contrario, hay uha infinidad?
2. ¢Cuantos primos hay entre 1 Y n?
3. ¢COmo saber Si n es primo?
4. ¢{COmMO generar todos |0S primos < n?
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En [LLos Elementos de Euclides (300 aC) se prueba:

Teorema. FHay una infinidad de numeros primos.

Dem. Supongamos que el teorema fuese falso Y, por |0
tanto, gue SOlo tuviéramos uh numero finito de ellos (tal
vez muchisimos). Denotemos|os con g 0. D
Consideremos ahora el humero

K=D Do P+ 1,

Gue es mayor que todos |os primos que
tomamos Y, por tahto, debe ser cCompuesto.

10



* - |
"y

o\

Gi ahora tomamos Cualquiera de [0S humeros primos,
digamos p;, donde / es alguno de |os ihdices entre
1Y n ydividimos Ak entre p;, hos queda Siempre

unh residuo de 1, es decCir, & no es divisible entre
ninguno de |os primos mas pequenos Y, por tanto,
debe ser primo. EStO es contradiCtorio, pues Ya

@ habiamos tomado todos |os primos. B
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Pasaron 1900 ahos Sih que hada ocurriera,
hasta gue |legb Pierre de Fermat.

Pequefo teorema de Fermat

Dado cualquier ntimero
hatural n, ycualquier
numero primo p, entonces

plar-a

Esta es uha prueba de primalidad

12



El pequeno teorema de Fermat hos da uha prueba de
primalidad:

p nodividea a*-a, eptonces p ho puede ser
primo.

Ejemplos: 6Y—6 =1296 —6 = 1290 ho es divisible entre
&, por tanto, 4 no és primo.

entre 21, por tanto, 21 nho ées primo.
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Nameros primos grandes

Gi observamos Ia lista de humeros primos, hos
encontramos entre e|los Con

3, 7 31, D7, etC.
Todos estos nlmeros son de |a forma:
22"'17 23"'17 25"'11 27"10

14



EStO no signifiCa que, en general,
27-1
Seaq primo.

Hasta |a edad media se supohia que:
Si nes primo, entonces 2”7—1 es primo.

Esto tampoCo es Cierto, auhque [0s
1@ 2)emplos SOh para Valores primos de
2 fn muy grandes.

£



El primo mas grande que se conoce se
descubriod el 25 de enero de 2013. Este es
de |a forma anhterior, g saber, se trata de

D= 257 885 161 __ 1

Este es uh nlmero con mas de
17 millohes de Cifras.

(’3
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[,0S anhteriores primos cConhocidos de este tipo
erqgn:
237 156 667 _ 1

243 112609 1,

Este es uh nlmero con Casi 13 millones de cifras.
Por supuesto, |0s exponentes, 37 156 667 Y
43 112 609 SO también humeros primos.

17



1,08 himeros primos

De hecho, tehemos |0s
pumeros primos de Mersenne (Ca. 1600).
Estdn dados por |a formula
Pm = 2'0"' 1 )

donde p es uh htmero primo.

18
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[,0s himeros primos P

Al

Gi p es un hGmero compuesto, es decCir,
p = ST,
entonces
22 -7 = (F Q)L gL g 1)
por |0 que
2P -7
es compuesto.
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1 2 1 .

2 3 1 -

3 5 2 .

4 I 3 =

5 13 4 1456
B 1% 6 1588
e 18 6 1588
& 3l 10 1772
. o 19 1883
10 89 27 1911
T 16 33 1914
12 128 39 1876

20



NUmero de cifras descubrimiento

oo o 1952
14 607 183 1952
15 1279 386 1952
16 2203 664 1952
17 2281 687 1952
18 3215 969 195
19 4258 1281 1961
20 4423 1332 1961
21 9689 2917 1963
22 9941 2993 1963
23 11213 3376 1963
24 19937 6002 1971

2



25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

21701
23209
44497
86243
110503
132049
216091
756839
859433
1257787
1398269

Numero de cifras descubrimiento

6533
6987
13395
25962
33265
39751
65050
227832
258716
378632
420921

1978
1979
1979
1982
1988
1983
1985
1992
1994
1996
1996

2



36
37
38
39
40
41
42
77
77
77
77
77
77

2976221

3021377

6972593

13466917
20996011
24036583
25964951
30402457
32582657
37156667
42643801
43112609
57885161

Numero de cifras descubrimiento

895932 1997
909526 1998
2098960 1999
4053946 2001
6320430 2003
7235733 2004
7816230 2005
9152052 2005
9808358 2006
11185272 Sept. 2008
12837064 2009
12978189 Ago. 2008
17425170 Ene. 2013
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1,08 himeros primos

11 S o

2! g
3 23
5 2 3 -

5_
5_
5_

L2 criba de Eratostenes (250 906)

i e M b b D (Gl e

7 - 9 - 11 - 13 -15 - 17 - ..

g Y e il s
e
etcétera

Por ejemplo para Ver [0S primos menores que 1000 hay gue tachar [0S multiplos de 2, 3, 5, 7,

T30
Quedaran 168
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La criba de Eratéstenes en funciones

2 3 4 5 6 78 9g10 1 1213 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 2526272829 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45464748 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58
59 60 61 62 63 64 65 666768 69 70 71 72 73 74 75 76 77
78 79 80 81 82 83 84 858687 83 89 90 91 92 93 94 95 96
97 98 99 100

I
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1,08 himeros primos

La criba de Eratéstenes en funciones

2 3 4 5 6 78 910 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 2526272829 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 4546 4748 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58
59 60 61 62 63 6465 666768 69 70 71 72 73 74 75 76 77
78 79 80 81 82 83 84858687 838 89 90 91 92 93 94 95 96
97 ©° 99 100
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1,08 nUmeros primos

La criba de Eratéstenes en funciones

el s s e e bl e s e T ey
21 22 23 24 2526272829 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 4546 4748 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58
59 60 61 62 63 6465 666768 69 70 71 72 73 74 75 76 77
78 79 80 81 82 83 84858687 83 89 90 91 92 93 94 95 96
97 98 99 100
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1,08 nUmeros primos

La criba de Eratéstenes en funciones

el s s e e bl e s e T ey
21 22 23 24 2526272829 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 4546 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58
59 60 61 62 63 6465 666768 69 70 71 72 73 74 75 76 77
78 79 80 81 82 83 84858687 83 89 90 91 92 93 94 95 96
97 98 99 100
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1,08 nUmeros primos

La criba de Eratéstenes en funciones

el s s e e bl e s e T ey
21 22 23 24 2526272829 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 4546 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58
59 60 61 62 63 6465 666768 69 70 71 72 73 74 75 76 77
78 79 80 81 82 83 84858687 83 89 90 91 92 93 94 95 96
97 98 99 100
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1,08 himeros primos

La criba de Eratéstenes en funciones

203 5 7 11 13 17
23 29 31
41 43 47 53
59 - 61 67 71 -
79 83 89

97

30



1,08 humeros primos

Una formula en 26 Varigbles a, b, ¢, ..., X, V, z
que proporciona humeros primos

(k+2){1-[wz
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A primera Vista podria pensarse gue esta fOormula es
contradictoria, toda Vez que |a fOrmula es equivalente a

(K +24{1 - M},
qgue es un producto.

Mas ho es el Caso, pues siendo /N uha suma de Cuadrados, es
poSitiVo 0 cero. ASi, [a fOrmula es positiva Siy solo si M =0,y
Su Valor entonces es A& +2. Puesto en otros términos, /v
(/3 Como funcidn de & y otras Variables es cero si Y
0o solamente Si A +2 es un hlmero primo.

a2



[Leonhard Euler (1740) propuso una formula
para genherar nUumeros primos
M>+ M + 41.
Ci calculamos, obtenemos

02+0+41=¢1 12+1+41=43
3+3+41=53 “+ 4+ 41 =61
52+5+¢41 =91

Pero 91 =7 %X 13 no es primo.




Lo disteibucién de los hameros primos

m(10) =¢, 1m(50) =15, Tmm(100) =25, T1(1000) = 168
40% 30% 25% 16.8%

El hUmero de primos
menores que /:

\ m(N) ~ N/log N

eH  Gauss (1800)




1,08 humeros primos

EL UNIVERSO DE LOS NUMEROS

LTy s ks

R .
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[,0S humeros p

RSB B s
bo sa s32 @33 E
bo sa1 ez @33 en
50 1030 1032 1083 10
01131 1132 1133 1%
b5 1230 1232 1233 12
30 1331 1332 1333 13%
30 1431 1432|1433 1434

:n- 1532 1533 1534
30 1631 1632 1633 1634
3 1731 1'332.- 1734
m- 1832 1833 1834

p30 1531 1932 1533 193
2031 2002 2033 2004
2131 2132 2133 1M
2231 2233 233 12

2331 1332- 23

30 2431 2432 2433 2434
30-1532. 2533 2534
30 2631 m-zm
30 T TR T TH
b0 2831 2832 [388A) 2mM
b3 2531 2992 2833 2954
b3 3031 3002 3033 3054
a2 3133 3
23233 32M

30
30
£30
30

B35
935

1135

2135

2335

2535

2635

735

2535

3135

RS

ARSI, R
B3G  BIT E3E 240 B4l B2 B43 44

935-935 39 m--m 543 44
10% 1037 1038 (1858 1040 1041 1042 1043 1044
1136 1137 1138 1139 1140 1142 1143 1144
1'136- 1238 1239 1240 1242 1243 1244
1336 1337 1338 1339 1340 1342 1343 1344
14% 1437 1438 | 1400 1440 1442 1447 1444
1536 1537 1538 1539 1540 1542- 1544
1636 - 1638 1640 1 1644
1736 1737 1738 1'34::- 1742 1744
1836 1837 1838 184D 1841 1842
1936 1937 1942
2036 237

1141
1241
1341
1441
1541

1743
1843
15943 1

=

44
15941 G4
041

2141

63

2839

336
3236 3237
3336 3337
3436 3437 3438
3536 3537 3538 3539 3540
3636-3635 3639 3640

736 3T 3?35- 3740
AW ARAT ARAR ARG LRAD

3138 3139
3239
3339

3439

333E
42 M43
3542 2543
2 56
3742 3743
ARAT ARAT

245
545
1045
1145
1245
1345
1445
1545
1645
1745

1845
15945

2145

3745
AR4S

B46 BT B4 B9 BSD
46 - S4B 949 550
1046 1047 1048 1049 1050
1146 1147 1148 1149 1150
1246 1247 ma- 1250
1346 1347 148 139 1350
1446 1447 1448 1449 1450
1546 1547 154!.- 1550
1646 1647 1648 1649 1650
1746 1748 1749 1750
1846 1548 1850
1546 1547 1548 1550
2046 2047 4B 2050
2146 2047 2148 2150
2246 2247 2B 2250
2346 EETTS 2350
2446 2448 2450
2546 2547 2548 2550
2545- 2648 2649 2650
Tde T4 2345- s
2846 2847
2646 2947
3046 3047

2449
21549

2648 2949 2950
sma- 3050
3146 3147 3148 3149 3150
3246 3247 3248 39 3250
3345- IME FME 33
3446 3447 3448 3448 1450
3546 3607 3348 3549 3550
3646 3647 I64B 3649 3650
746 TT47 T4B T49 TS0
1H.d.ﬁ- FRAR IRA9 RSO

|
&51

51
1051
1151
1251
1351
1451
1551
1651
1751
1851
1951
2051
25

2451
2551
2651
51

2551
3051
3151
3251
3351
3451
3551
3651
3751
ARS1

B5Z2
G52
1052 1053
1152 1153
1252 1253
1352 1353

1952 1953
2052

252

2252 253
2352 2353
2452 2453
2552 2553

752 s

2848 2349 295 [BE8I 2852 2853

25

3052 3053
3152 3153
3252 3253
3352 3353
3452 3453
3552 3553
3652 3653
3752 3153
IRSI ARST

5
2854
2554

ARG

B35
855
1055
1155

1355

1555

1655

1755

1855

1955

2155

2855

2555

755

2055

3055

3155

b

il

3655

3755
ARES

B56
Q56
1054
1154
1254
1354
1454
1554
o i
175 1757
1854 1857
1956 1957
2056 57
2155 2157
2256 25T

25 85

2455 2457
25 58]
2656 MGST
275 ITST
2RSS

2955

3054 3057
315 3157
254 3257
3355 3357
e i
3556 3557
656 3G5T
3TS4 3TST
ARSS ARST

B5® 859
958 959
1058 1059
1158 1159 1160
1255 i8] 1260
1358 1359
1458

1558

1658 1659

1480
1560
1660

61
61
1061
1161

1461
1561
1661

1758 - 1760 1761

1858
1958
2058
2158
2258 2259 2260
2358 2359 236D
2455-24:9:
2658 2559 256D
2658 2659 266D
2758 2759 276D
2858 2859
2958 2959
3058 3059
3158 3159
3258 3259
3358 3359
3458 3459 346D
3558 3559 356D
3555-3&5:
3758 3759
IRER IRSQ

1959
059
2159

1960
2060

2960

3160

3260
3360

ARET

1961
il |

261
361
2461
561
661
IT6l

ol |

316l
3261
3361
3461
3561
661

3760 - ITH2

AR

1262 126

1360 - 1362 136

1462 146
1562 156

msz.

1762 176

1860 - 1862 186

1962 196

xe ]

2160 (316l 2162 216

2262 226
I362 236
462 M6
2562 256
ez

IT62 276

2ne0 3881 2662 286

2952.

m-mm

3152.

3262 326
AF62 236
62 M6
A562 356
W62 W66
76

'W.HR'.!-
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[Los humeros primos

Vamos a distribuir todos |0s hUmeros haturales en forma de
uha espiral, |a llamada espiral de (Jlam.
Comencemos colocanhdo el 1:

37
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[Los humeros primos
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[Los humeros primos

4 — 3

1 — 2

40



[Los humeros primos

S

1 — 2

41
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[Los humeros primos

4 — 3

By i
6 1 — 2
v

43



1,08 humeros primos

4 =

By i
6 T 11
7

8 9 10

44



[Los humeros primos

55— 4 —3 12
6 1 — 2 11
1 8 9 10
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[Los humeros primos

17 — 16—— 15 14 13

4 — 3 12

B
6 1 — 2 11
-

l

8 9 10

46



1,08 humeros primos

17 — 16—— 15 ——14—13

18 5. g 12
19 6 oy 11
20 7 8 9 10

21 —22 —23—24 25 26

47



1,08 himeros primos

37 -36—35—34—33—32- 31
|
38 17 16 15 14 13 30

|
39 1|8 554 3 1|2 29

|
40 19 l6 1—2 11 28

| I
41 20 7—8—9—10 27
|
4|2 21-22-23 -24—25-26

A3 -44—45—46— 47 -48—49. ..

Espiral
de Jlam

48
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umeros primos
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Los

4

humeros

primos

4
I
L

il
¢

7/

estah mas

/7

presentes
eh unas

diagonales

"
et

e
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1,08 himeros primos

Los primos gemelos
Observemos |as siguientes pare)as:

35 107, 109

5 7 821, 823

11, 13

17, 19 6n-1, 6n+1

29, 31 n=1,0 n debe

41, 43 termihar en
g2 35 718

101, 103

50



1,08 nUmeros primos

Primos gemelos: (b, p +2)

se presume

[,a prueba parece estar muy |e)aha.

51



1,08 himeros primos

Lo comjeturs de Goldbach
Veamos unos ejemplos:

4=2+2,6=3+3, 8=3+5, 10=5+5,
iZem S g =l
16=3+13, 1I8=5+13, 20=7 +13, ...,

46 =3+ 43
100 =3 + 97, ..., 204 = 101 + 103, €tCetera

52
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Podemos observar gue Cada humero par gue hos
venga a la mente es suma de dos nUmeros primos

Conjetura de Goldbach
TOdO hUmero par Mayor gue 2 és 13 SUma
ade dos numeros primos.

o
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1,08 himeros primos

[La conjetura grande impliCa la pequena:
Gi n> 5 es par, tomese
p’=n-2>3.
Entonces, por ser n’ también par > 2,
nN'=n-2=p+q,
por |0 que
R=pD+ G+ 2.

55



1,08 himeros primos

Gi n>5 esimpar, tomese
p=p-3>7
Entonces, n’ resulta ser par > 2, por [0 que
N’=hn-3=p+ G,
de donhde
D=D+ G+ 3.

56



Hablaremos ahora de otra famosa Conhjetura.
Consideremos las potencCias
s
Yy observemos que |a primera Vale 8, mientras que la
segunda Vale 9, es decir, Soh hUmeros Consecutivos.
Podemos deCir que =2, b=3, m=3 Y h= 2 SON
solucion de la ecuacion

kA g b -1

oY
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Ya desde haCe Casi setecCientos ahos se habian
percatado de esta relacion y [LeVi ben Gershon* (1288-
1344), conhocido como Gersonides, demostro que la
ecuacion

3M— 27 = +1
tiene como unica soluciéna m=2 Yy n= 3, es deCir,
ninguha Otra potenCia de 2 difiere de

(’3 ninguna otra potencCia de 3 en 1.

*hi)o de Gershonh ben Solomon Catalan, haCido enh [LanguedoC
58
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Medio milenio después gue Gersonides, en 1844, €|
matematico belga Eugeqe Charles Catalan (181¢-
189¢) formulo |a siguiente

Conjetura de Catalah
L8 Unica solucion de [a ecuscion

an—-p’ =1
ta/ que a, b, mY hsean enteros posi-
t/Vos, es =3, b=2, m=2 Y h= 3.

)

51



[La prueba I,\(‘
Casi 160 ahos después de su formulacion, ¥
haciendo uso de |a teoria de Campos
ciclotomicos Y de modulos de zalois, el
matematico rumano, Preda Mihailescu (1955 -)
probod, en 2002 esta difiCi| conjetura, gue
durante mas de siglo Yy medio habia sido un
desaFIO para MUChos matematicos de todo el




Al

Volviendo a |la conjetura de Goldbach, una posible
prueba de ella estd relacionada Con otra £amosa
conjetura, ConoCida como |a
Hipotesis de Rjemann (2860)
que afirma:

[,Oos ceros ho triViales de |a funcion zeta de
Rjemann tienhen parte real .

61



1,08 himeros primos

Donde |a funcion zeta de
Riemahn estd dada por:

=3 =1II

1 —p—s
n=1 P prime p

en la que § es uh numero
comple)o

62
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Este es probablemente unho de |os problemas mas
dificCiles de |las matematicas. El Instituto Clay de |os
Estados (Jhidos, ha establecido unh premio de un
milldn de dolares para quieh pruebe alguno de una
lista de siete problemas del milenio. (Jho de ellos es
precisamente

J® la hipdtesis de Rjemann.

63



(Jh pensamiento final

Recuerden bien:

[,as matematicas son el arte de
la abstraccion.
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