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4. Aproximacion de soluciones en todo el espacio: el
desarrollo multipolar

En la Proposicion 4 se demuestra que para una densidad de carga p € Cg (R3)
la solucioén al problema de Poisson (o el potencial electroestético),

—Aux) = p(x)

esta dado de forma “explicita”por la integral

u(x) = /R3 P(x—y)p(y)dy, (16)
donde P es el potencial Newtoniano y la funcion u satisface
—Au(x)=0

para toda x € R? que fuera del soporte de p.

Por lo tanto el problema se reduce a calcular explicitamente la integral (16).
Sin embargo esto solo es posible en pocos casos y por lo tanto buscaremos algu-
na forma de aproximar la integral (16), al menos lejos del soporte de p, donde
sabemos que la u es una funcidén armonica.

A la siguiente expansion se le conoce como el desarrollo multipolar.

FIGURA
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Proposicion 21. Sea p € Cy(R?) tal que el soporte de p este contenido en Bg(0)
y defina
u(x) =d*p(x).

Entonces, existe una constante universal C > 1 tal que

1f y (_Dlal/// D*®
u(x) = ngiokz‘b a;\ﬁ oAD" 2()
- 0
la| =k

uniformemente en |x| > CR y donde

Mo = / yp(y) dy.
R3

Observacion 22. Observemos que:

(a) A las constantes .# las llamamos los momentos multipolares de la distribu-
cién p. En particular para los casos o = (0,0,0) y o« = (1,1, 1) definimos

0 :=/ p(y)dy, y P :=/ yp(y)dy
R3 R3
que corresponden al momento monopolar y dipolar, respectivamente.

(b) Las derivadas D*®(x) que aparecen en la expansion multipolar, se les conoce
como los multipolos.

Corolario 23. Sea p € Cy(R?) tal que el soporte de p este contenido en Bg(0),
u definida como en la Proposicion 21 'y Q y P como el la observacion anterior.
Entonces

(a) Si Q # 0 existe C independiente de p tal que

u(x) — 0P (xg

C
)‘ < e para |x| > 2R.

(b) Si Q = 0 entonces existe C independiente de p tal que

lu(x) —P-V®(x)| < <

PE para |x| > 2R.
x
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Para demostrar la Proposicién 21 necesitaremos varios resultados previos. En
particular el siguiente lema establece una propiedad de invariancia de las funcio-
nes armonicas bajo una transformacioén de Moebious general.

Lema 24. Sean >3, Q C R"\ {0} abierto y u una funcion armonica en Q. Defina
la inversion de Q como

Q= {xER”\{O} tal que ﬁEQ}
x

v la transformada de Kelvin de u como

Entonces, u* es armonica en Q.
Demostracion. Ver ejercicio 6 U
Proposicion 25. Para cada multi-indice o € Ng sea
pa(x) = P ID%D(x)  x e R\ {0}.
Entonces:
(a) po es un polinomio.
(b) po es homogéneo de grado |c|.
(c) po es una funcion arménica en todo R3.

(d) Siescribimos

Pa(x) = Z Caﬁxﬁ

BeN;
1Bl = le|
entonces ‘ ‘
5% (la] + 1)!
C < —"
2: | GB}— A1

BeN;
1Bl = e

Figura

FIGURA
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Observacién 26. Dado que ® € C*(R3\ {0}), cualquier derivada del potencial
Newtoniano D*® una funcién arménica en R\ {0}, y por lo tanto solucién de la
ecuacion

~Au=0 en QCR>\{0}.

La Proposicion 25 es interesante ya que nos permite construir de forma explicita
una familia infinita de soluciones, que al ser polinomios son de naturaleza distinta
a D®® y estin definidas en todo R3.

Demostracion de Proposicion 25. 1. Comenzaremos demostrando (a), (b) y (d),
por induccién sobre k = ||
Hipdtesis inductiva (|| = k = 0). En este caso

1
po() = l(x) =
Claramente pg es un polinomio homogéneo de grado O y la estimacién de (d) se
satisface.
Paso inductivo (|ot| = k = |at| = k+ 1). Asumimos que (a), (b) y (d) se satisfacen
para |ot| =k. Seai € {1,2,3} y consideremos el multi-indice ¢+ ¢; de orden k+ 1.
Ahora, derivamos el polinomio py(x) conrespecto a x| para obtener

(x) = (2]a] + D1 25 DUD(x) + 321 D1 ).

x|

Multiplicando esta dltima expresion tenemos

dpa
8xi

dPpa
8)6,'

? 5 (x) = 2ler| + D [x 24 DD x) + 1T D ().

g

= palx) = Do re (%)

Reorganizando los términos en la tltima ecuacién obtenemos la siguiente férmula
de recurrencia,

d
Pate () = (3 +84+33) 52 (x) — 2la] + D ipa(x).  (7)

Ahora por hipétesis el py(x) es un polinomio homogéneo de grado |a| y se puede

escribir como
pa(x) = Z Coch'B
BeN}
1Bl = o]
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Sustituyendo esta expansion en (17) obtenemos

pa—f—e-(x) = Z Caﬁﬁi <xﬁ_ei+231 _|_x5—€i+2€2 +xﬁ—€i+2e3)
BeN;
|Bl=|al (1s)
—@al+1) Y Cyprfta.
BeN]
1Bl=lal

Si notamos ahora que
IB—ei+2ei|=|B—ei+2e|=|B—ei+2e|=|beta+ei| =k+1.

concluimos que Py, (x) es un polinomio homogéneo de grado k + 1, lo que de-
muestra (a) y (b) de la proposicion.
Para demostrar (d) notamos de que

(18)
Y, |Casepl < Y, [BBilCapl+ (2lal+1)|Capl]

BeN] BeNg
IB] = | +eil Bl =la+el
<Glal+1) Y [Capl

N3
<5(|o|+1) \g|€:|&|

1
<5(|a| + 1)55\“\(@ +1)!
1 _
SES‘O‘+€’|(|OC+€,~| + 1)‘

que es (d), como se queria demostrar.

2. Ahora vamos a demostrar (c), es decir que p/(x) es un polinomio arménico.
En efecto, como @ € C(R?\ {0}) es arménica en R3\ {0}, entonces D*® es

arménica en R?\ {0}. Ahora por el Lema 24, la transformada de Kelvin,

1 X
0%y () = (0" ()
[« Jx[?
es arménica en R\ {0}.
Notemos ahora que por el apartado 1. de esta demostracion, py/(x) es un poli-
nomio homogéneo de grado ||y

1
o _
D CI)(.X) = WPQ(X),
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y por lo tanto D*®(x) es una funcion homogénea de grado

o] = 2l + 1) = —[a = 1.

Entonces,

) -aG) e

_ ’x|2\(x\+l

= pa()

Por lo tanto py(x) es arménico en R\ {0}, y es un polinomio. Entonces, py(x)
es arménico en R? como se queria demostrar.

]

Observacion 27. De la demostracion de la Proposicion 25 cabe resaltar tres as-
pectos:

(a)

(b)

(c)

Los polinomios py(x) son las transformaciones de Kelvin de las derivadas del
potencial Newtoniano ®(x). Aun mas, las D*®(x) son funciones singulares
en el origen, que tienden a cero en infinito. Geométricamente, la transforma-
cion de Kelvin envia la singularidad al infinito y trae el valor regular cero al
origen.

La formula
Ppa(x) =[x DY (x)

que se usa para definir a los polinomios pg(x) es una funcién generadora,
tipica de las familias de polinomios .

Otra caracteristica tipica de las familias de polinomios del tipo de py(x), son
las formulas de recurrencia del tipo

dpa
8xl~

Pate(x) = (0 +23 +23) 2 (x) — (2|or| + D% xipg(x).  (19)

Es claro entonces que, dado (19) basta con conocer pg(x) = (47)~! para ge-
nerar la familia completa de las pg/(x).

Refrencia



4 Aproximacion de soluciones en todo el espacio: el desarrollo multipolar
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Lema 28. Existe una constante universal C > 16 tal que

|x|D(x—y) —l1m ]x]Z Z

k=0 o eN}
loe| = k

DaCD
al (x)y*
uniformemente para |x| > Cly|.

Demostracion. 1. Tenemos que

laf =

En efecto, por el teorema del binomio tenemos

k
F=(1+2)=Y ( ) )10‘12’<—0‘1
a;=0 (X]

-~ ok—ay
- Otl!(k— Otl)! Ve
=0 k—a
=(141)~%

k—
P (e
al:oo‘l!(k_al)! (07}

=0
k k—oy k'

alz‘—’Oaz—O (041 !(Xz!(k— a; — 062)!

Z k!

- oo ol

o« e aplion!iog!
ar+o+oz=k

que es lo que se queria demostrar.
2. Para todas k € N, se satisface

(D%

W Y D)y
aeN; ’
laf =

_k+1(15]) k
T |x|

(20)

1)
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En efecto, por la Proposicion 25 notemos que

D@ (x)| = |||~ CIH Y pg ()|

<Y [caped
BeN?
1Bl =lal =k
S = ¥
BeN}
1Bl = o] =k <Jfld
<Y [Capl
BeN;
B~k

Donde en la tercera linea usamos que |[x*| < |x||%/ < |x[¥. Ahora notemos que por
la Proposicién 25 parte (d) tenemos que

(=D

a a |x| a a
X!TD D (x)y Saw D(x)||y%
@ (k+1)! (5[y[\* 1
- al x| ) 4m

Por lo tanto, re-ordenando los factores y sumando sobre o obtenemos

8 C e < EED (D) 2

o! 4n |x| it
la| =k

QO k41 151\
T 4n |x| ’

es decir (21).
3. Tenemos que la cota

-1
oy - ¥ U prawy]

o!
aeN}
la| =k

<N+2( 15y| )NH( x| )
T oAm A\ x|yl x| — 1]

(23)

se satisface.
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En efecto, recordemos la féormula del residuo en una dimension
1 !
_ a9y - _ AN £(n+1)
=Y 500 = N!/O (a=)"f" 0 () dt. (24)

Sea f(t) = ®(x—ty), entonces por la regla de la cadena las derivadas de f estardn
dadas por

y de (24) obtenemos

!
oy ¥ EUpeae]

aeN; o!
lal =k
1 N+1)!
SM/ (1—=0)N Y (—1)'0"*1&D“¢>(x—ty)y“dt
N! Jo e o!
jof =k

_ 1)\l
K Y T pegiiyye

N+1)! /1
g( 1) /(l—t)N dt
N! 0 Pt o!
\oc\:lg
(2<1)(N+1)!/1<1 t)NN+2 150y \M x|
-  N!' Jo 4\ |x—1y] x—rty|

Notando ahora que por hipétesis |x —ry| > |x| —t|y| > |x| — |y| parat € [0,1], de
la dltima ecuacién concluimos que

1N
oy ¥ T pea]
Ng )
ol =
N+2( 15]y| )N“ x| ! N
< (N+1)/ (1=1)Vds,
4\ |x[ = [yl x| — [yl 0

[\ J/
-~

=1

que es (23).
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4. Conclusion. Notemos primero que del apartado 2. se sigue la convergencia de
la serie para C > 15, ya que en este caso

bl 1

x| =15

Por el apartado 3. de la demostracion se sigue la convergencia uniforme para C >
16. En efecto, nétese que como

c—-1
chl <kl e == {5 )

tenemos que

15 15C 15
bl bl 25)
[ =[] T (C=Dx[ ~ (C=T1)Ix]
donde la dltima igualdad sera cierta siempre que C > 16. Finalmente, nétese que

(26)

< <

x| —[y] — C—1
Finalmente, usando (25) y (26) en (23) se sigue la convergencia uniforme (20),
que es lo quer se queria demostrar. [

Finalmente podemos demostrar la Proposicion 21.

Demostracion de la Proposicion 21. Sea C la constante del Lema 28, entonces

¥ @(x—y)p(y) = lim !x!Z Z D“cb( ) @D

k=0 o eN}
\a\_k

uniformemente en |x| > CR para R > |y|.
Integrando (27) con respecto a y en la bola Bg(0), e intercambiando el limite
con la integral se obtiene

/BR(O) P (x—y)p(y)dy = lim |x|§ Z Daq,(x) /BR(O)ya p(y)dy

eN“ _

|| = _ %a
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uniformemente en |x| > CR. Finalmente, dividiendo por |x| obtenemos
1
[x] =

—11mZ Z

N—
k= aeN}
\a\_k

u(x) = X[ (x—y)p (v)dy

donde la convergencia se mantiene uniforme ya que

[y
|x| — CR

con lo que se demuestra el resultado.

]

Incluir dos ejemplos: a) un aproximacion lejana de u, para 4 esferas sobre
el eje z con p = tcte en cada, b) una solucion a un problema en un cubo,
donde la condicion de frontera es simplemente una combinacion lineal de

ciertos polinomios p,s

5. El operador de Laplace-Beltrami en la esfera y los

armonicos esféricos

Motivados por la expansion multipolar de la Seccion 4 introducimos la si-

guiente definicion:

Definicién 29. Decimos que una funcién u : S"~! — R es una funcién arménica

esférica de grado /, siempre que exista p : R” — R tal que
u=p sobre S" !,

donde

(a) p esun polinomio en R".

(b) p es homogéneo de grado /.

(c) p es armonico.

Observacion 30. Notemos que
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(a) Siuy psoncomo en la Definicién 29 entonces

oo = (%)

(b) De la Proposicion 25 se sigue que S? 3 x — D*®(x) es una funcién arménica
de grado |a|.
Coordenadas esféricas

Vamos a considerar el sistema de coordenadas esféricas y radiales dado por

r=|x| €(0,00) 'y 9=|x—|€S”‘1.
X

E n este caso claramente tenemos que
x=r0.

La interpretacion geométrica de la coordenada radial es clara, ya que mide la dis-

tancia al origen de coordenadas. La coordenada angular 6 describe los llamados

cosenos directores. FIGURA
Ahora definiremos los operadores diferenciales que corresponden a este siste-

ma de coordenadas esférico.

Definicion 31. (a) Sobre R” definimos los operadores diferenciales

Jd _x d wd _x g
or  r dx rox, ||

donde x/|x| representa el vector normal unitario exterior a la esfera S"~!.

Parai,j € {1,...,n} definimos a las derivadas angulares, es decir tangentes a
la coordenada r, como

d d

..::x. _x. S—
Y l&xj Jax,',

También definimos la suma de los cuadrados de las derivadas angulares L;;

L
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(b) Seau:S" ! — R.El operador de Laplace-Beltrami sobre S"~! se define como

Bui— 12 ({R”\{O} ax%(ﬁ) })

Como se ha visto la homogeneidad de las funciones es una propiedad impor-
tante, en particular notemos que la funcién

()

es homogénea de grado cero. Esta es caracteristica es inherente a una funcién
definida tnicamente sobre la esfera S"~!. Es de esperar que los operadores dife-
renciales correspondiente a las variables angulares también sean homogéneos de
grado cero. En efecto, es inmediato que

L,.j({R"\{O}EW”(%) })
2 ({R”\{O} Sxu (%) }> o
L2<{]R{”\{0}9x'_>u<%\) })

son operadores homogéneos de grado cero.

Sn—l

Y

Sn—l

)

Sn— 1

Lema 32. Sea u € C'(R"\ {0}). Son equivalentes:

d
(a) ra—u =puconpeR.
r

(b) La funcion u es homogénea de grado p.

De el Lema 32 tenemos el siguiente:

Corolario 33. Sea u € C'(R"\ {0}). Son equivalentes:

0
(a) Eﬁuzo
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(b) Existe w:S"~! — R tal que para toda x € R"\ {0},

con(f)

Demostracion del Lema 32. Primero calculamos que

% [%u(lx)] _ pﬁu(lx) + % *- V()
- r%@x) 28)
- [_puur%u] (%)
Ahora,

b) < %u(lx) — u(x) paratoda A >0, x € R"\ {0}
o % {%u(lx)} — 0 paratodad >0, x € R"\ {0}
@ {—pu —I—?Lr%u} (Ax) paratoda A >0, x € R"\ {0}
2 (.

Lema 34. Sea u € C'(R"\ {0}). Son equivalentes:
(a) Liju=0paratodoi,je{1,...,n}.
(b) u es radialmente simétrica, es decir,

u(Qx) =u(x) paratodo Q € SO(n).

(c) Existe 1 : (0,00) — R ral que

u(x) =n(|x[) en R"\{0}.
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Demostracion. La implicacion (b) = (c) es inmediata.
Ahora demostraremos (c) = (a). En efecto,

) d
L) = (x5 = ()

Xi

X
=1’ (|]) ] —xm’(!xl)m
=0.

Finalmente demostraremos (a) = (b). Para esto notemos primero que dado Q; €
SO(n), existe una matriz anti-simétrica A de tamafo n X n, tal que la solucién del
problema de valores iniciales

d
EQ(I) =AQ() con Q0)=Ixpn, (29)
satisface Q(1) = Q.

Por lo tanto bastara con demostrar que

d

~u(0()] =0. (30)

En efecto, asumiendo (29) por el momento tenemos que

<
~~
-
S—
|
<
—~
©
—~
=)
N—
=
SN—
I

u(Q(1)x) = u(Q1x),

lo cual implica (b).
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Ahora demostraremos (30).

£ Q)] =VatQo))-| 001
~——
= a0()
= ¥ 20000
ij=19%j
LY 2 omauenni— Y 24000
2”:1 X; 2”:1 X; )
" du M
=3 L 51 000400,
=3 X 41 (S tewnien—Ftemions )
Ly (u(Q(0))
0
lo cual implica (30), y termina la demostracion. [

En la siguiente proposicion escribiremos al operador Laplaciano en términos
de las coordenadas esféricas (r,0).

Proposicion 35. En términos de los operadores diferenciales de la Definicion 31
tenemos que

2 n-19 1,
A=—+——+-=L
8r2+ r 81’+r2

De esta proposicion tenemos el siguiente corolario que implica la separacion
de variables en coordenadas esféricas.

Corolario 36. Sea u € C>(R"\ {0}) de la forma

) = ().

entonces

1= (31273 ) 2200 )
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35

Demostracion. Ver ejercicio (8)

Demostracion de la Porposicion (35). Primero notemos que

0 X
“ AN v/
() = 9 ()
X X
:m . (Eu—i— |x|Vu)
=u-+x-Vu.

Tomando u = 1 y reorganizando términos en el cdlculo anterior deducimos que

d d 1
_— = —7 —
ar dr
como operador. Andlogamente,
d d
aXin :Xja—xi + 6ij-

(3D

(32)
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Ahora calculamos,

PR ),
r I”E’ E‘—’—(l’l—l)l’g—f-L
~—

o,

ar

2
n9 U N W ) 2\?
— N -2 4 R
(;xlax) o )i_zix’axi+2ijz_:1 (x’3xj xjaxz')
! d 0 e u 0 d Jd d
— L ) S X — — XX —
ijzlxl 8xixj 8xj * (I’l )i:ZIXI 8x,~ +i;IXI 8xjx 8xj Xlax]'xjax,’
N——" N——
(3:2))6]'9%,4-51';‘ (g)xi%—k&j (3:2)xj%j+l
_Zn:x,x J +Zn:x, +(n—2)zn:x,- + z": 2 i 2
ij=1 7 0xi Jx; 1 9 R T e BANCAY

que implica lo que se queria demostrar.

El operador de Laplace-Beltrami

En esta secciéon demostraremos varias propiedades del operador de Laplace-
Beltrami. Comenzaremos demostrando que las funciones armoénicas esféricas son
las funciones propias operador de Laplace-Beltrami en la esfera.

Proposicion 37. Sea w : S"! — R una funcién arménica esférica de grado ¢,
como en la Definicion 29. Entonces

Bw=—{({+n—2)w.
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Es decir, w es una funcion propia del operador B con valor propio
A=—L(l+n-2).

Demostracion. Como w es una funcidén armoénica esférica, entonces

uta)i= o9 = w (%) = e ().

donde n(r) = r‘. Entonces, dado que u es arménica, por el Corolario 36,

0 =Au
°n n—1dn X 1 x
(32 * 3 W)W(m)ﬂ—z"(’x’)ww) (ﬂ)
~—~ —— ——
=(l-1)rt=2  =(n—-1)tr-2 — A2

-~

=((l+n—2)r""?

Entonces, para |x| # 0 concluimos

o () sn-5m(3)

que es lo que se queria demostrar. 0

A continuacién demostraremos que el operador B es simétrico, y semi definido
positivo.

Lema 38. Sean u,w € Cz(S"*I), es decir, tales que

o ee(e)
—/SnlqudS: - (V{xr—mt(%) })(V{wa(‘i—‘) }) ds. (33)

En particular

(a) B es simétrico,
/ uBwdS = w Bu dS
Sn—1 Sn—1
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(b) B es semi definido positivo,

/ uBudS > 0.
Snfl

Demostracion. Es claro que para este resultado basta con demostrar (33).

Sea
wr-s(z) 5 wo-e(3)

Por un lado, notemos ahora que como w es homogénea de grado cero, por el
Corolario 33, sus valores de frontera se anulan, es decir,

V-Vi(x)  x€dBs(0),

VT(x) = (34)
—v-Vw(x) x € dB(0).

aw
0= E(X) =

Por el otro, consideremos

V- (1 V%) = Vii- Viv + Vi AW.

Usando el Teorema de Gauss en B;(0) \ B;(0) tenemos que

@ vw)-vds. 2 0. (35

(V- Vi + Vi Aw) dS:/
d(Ba(

/192(0)\31 (0) 0)\B1(0))

Ahora, por el Corolario 36, tenemos que

y como
u,w son homogéneas de grado 0
Vu,Vw  son homogéneas de grado — 1
Vu-Vw  es homogéneas de grado — 2,
concluimos .
X
(Va-Vw) (x) = —5 (Vu - Vw) (—) .
[x[? [«
Por lo tanto
(Vi-Vw+ Vi Aw) (x) = FE (V- Vw+ Vi Bw) (ﬁ) . (36)
X X
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Ahora por la formula de la co-4rea en coordenadas radiales, es decir,

/<>\Bl dx_//ag (|x| )dl B &

tenemos que

/ (V@i Viv+ Vi AW) dS
5:(0)\B;(0)

:/2/93 (Vii- Vo + Vi Aw) (x)dSdr

36 ) ds dr

/ (Vu-Vw+ Vu Bw) (
9B,( x|

_/ - 3dr/n (Vai- Vw+Vqu)<‘ |> |x|.

Por lo tanto, de (35) implica que
/ (V- Viw-+ Vi Bw)dS =0,
Sr=

que es exactamente (33), como se queria demostrar. [

Como corolario del Lema 39 ahora podemos demostrar la ortogonalidad de
los armonicos esféricos.

Corolario 39. Sea u y w armonicos esféricos de grado { y k, respectivamente con

{ # k. Entonces
/ uwdS=0.
Sn—1

Demostracion. Por la Proposicion 37 y el Lema 38 tenemos que

€(€+n—2)/ luwdS: lBuwdS
n— N

= uBwdS
Snfl

:k(k+n—2)/ uw dS.

n—1

Entonces

[6(0+n—2) — k(k+n—2)] /S1 wwdS = 0.
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Notando finalmente que la funcién ¢ — ¢(¢+n —2) es mondtona, estrictamente
creciente, concluimos que

l+n-2)—k(k+n—-2)=0 < [(=k,
lo que implica que u y w son ortogonales. [

La siguiente pregunta natural es sobre la completes de los armoénicos esféricos,
es decir, si podemos usarlos como una base de las funciones y si son densos en
algun sentido. La siguiente proposicion responde a esta preguntas.

Proposicion 40. Se satisface que:

(a) El conjunto de las combinaciones lineales finitas de armonicos esféricos es
denso en CO(S"1).

(b) El conjunto de las combinaciones lineales finitas de armonicos esféricos es
denso en L*(S"™1).

(c) Todas las funciones propias del operador de Laplace-Beltrami en la esfera
S"=1 son los arménicos esféricos.

Para demostrar la Proposicion 40 necesitaremos el siguiente resultado.

Lema 41. Sea p(x) un polinomio homogéneo de grado (. Entonces, existen poli-
nomios armonicos

q0(x),qe—2(x),... 1 d0—2[¢/2] (x)

homogéneos de grados

0,0=2,...,0-2[t/2],
respectivamente y tales que

[¢/2] )i
p(x) = Z |x| "(Mfzj(x)

j=1

Ademas, vamos a necesitar el teorema de aproximacion de Weierstrass. Este
tma  al

Teorema 42. Sea u € C°(B(0)). Entonces existe € > 0y un polinomio p(x) tal apéndice

que
sup |u—p| < €.
B,(0)
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Demostracion del Lema 41. Dividiremos la demostracion en varios pasos:
1. Sea u una funcién arménica y homogénea de grado ¢, entonces para k € Ny

A(x[*u(x)) = k(k —24+n+20)|x|*2u(x). (37)
En efecto, primero notaremos por un lado que

A(x[) =V - (k|x*2x)
=V (k|x[*72) - x+k|x[F 2V - x

(38)
=k(k —2)|x[**|x|*x- x +k|x|F 20
=k(k—2+n)|x[F2
y por el otro
2Vx|* - Vu(x) = k|x|* "2 x- Vu(x) hema 32() k|x[¥=2u. (39)
N——
= rou
Por lo tanto,
A(|xl u(x)) = A(x[*)u(x) + 2V Vu(o) + e A(u(x)),
—— —— ——

= k(k—2+n)|x|*2u(x) @ kx| 2u =0

= k(k—2+n—20)|x[*2u(x),

que es (37) como se queria demostrar.
2. Sea p(x) un polinomio homogéneo de grado ¢. Entonces, existen polinomios
armonicos gy, j(x) homogéneos de grado ¢ — 2 j respectivamente, tales que

[£/2] .
)= Y. [Pqr ;).

j=1

En efecto, demostraremos el apartado 2. por induccién sobre /.
Base de la induccion Para { =0y ¢ = 1 tenemos que p es constante y p es un
polinomio lineal, respectivamente, entonces

P=4q0 YP=d1,

respectivamente.
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Hipotesis inductiva Asumiendo que el resultado es valido para ¢ > 0 queremos
demostrar que también lo es para ¢+ 2.

Sea p(x) un polinomio homogéneo de grado ¢+ 2 dado, entonces Ap(x) es
polinomio homogéneo de grado ¢ y por hipdtesis inductiva, existe polinomios
armonicos

re,veg—2,---3rp—-2[¢/2]
homogéneos de grados
00—2,....0-2[/2],
respectivamente y tales que
[¢/2]

Z x| 2ry_ 2(

Sea

[52]
_ i Tpa—2j(x)
qr+2(x) 1= p(x ; x| 02 n—2))

res2—2j(%) : 0+2
_ilx) = =1,...,|—]|.
qr+2 Zj(x) 2](2€+2+I’l 2])7 para j ’ a[ 2 ]

Por lo tanto, por construccion,

L
2

p(x) =qr2(x Z X[ g42—2j(x)

[[

+
Ny

|x|2jQé+2—2j (x) )

1

1
o

donde q¢(x),qr—2(x),---,q¢—2(¢/2)(x) son polinémios arménicos de grados £, ¢ —
.,£—2[l/2], respectivamente.
Unicamente resta demostrar que gy, 2(x) es polindmio arménico homogéneo
de grado ¢+ 2.
En efecto, la homogeneidad es inmediata, ya que

+

(5]

T .
qr2(x) = p(x) — Z x|2] qry2-2j(x),
~ =l N
homogéneo homogéneo homogéneo
0+2 2j (+2-2j
hom:g;neo

42
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y por lo tanto gy, (x) es homogéneo de grado ¢+ 2.
Para demostrar que gy, (x) es arménica calculamos:

~
+

= .

Allx|? .

37
(_)zj(z] 24 n+2(0+2—2j)]

X [ 2 a)(x)
=2j(20+2+n—2j)
% |x‘2j72

MN\

Agyy2(x) =Ap(x

re42-2j (x)

~~

(42
= Z X2 200 (x)
=1

(
7
_Ap Z | Jr/ 2] 07

que es lo que se queria demostrar. [
Ahora ya podemos demostrar:

Demostracién de la Proposicion 40. 1. Seaw € C°(S"~!) dado, y considere
|x]w(x > en x € B>(0)\ {0}
u(x) = ol

0 parax = 0.

Esto define una funcién u € C°(B;(0)).
Abhora, por el Teorema 42, dado € > 0 existe un polinomio p(x) tal que

sup lu—p| <e. (40)
B,(0)

Sea N el grado de p(x) y considere la descomposicion

p(x) = pn(x) +pn—1(x)+-+ po(x) .
—— —— ——

homogéneo homogéneo homogéneo

grado N grado N—1 grado 0
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Por el Lema 41 existen polinomios arménicos

qee(X);qep—2(%);- 5 qpo—20/2) (%)
homogéneos de grados
00—2,....0-2[0/2],
respectivamente, tales que

[£/2]

pex) =Y [x[¥que-2;(x).
j=1

Por lo tanto
N [¢/2]

p() =Y Y Ix¥qi0j(x),
(=0 j=1
que si nos restringimos a S"~! tenemos
N [£/2]

-1 - Z Z qg-,é—zj(x)

(=0 j=1

p(x)

gnfl7

es decir, p(x) restringido sobre S"~! se expresa como una combinacién lineal fini-
ta de polinomios armonicos esféricos, lo cual junto con (40) implican el apartado
de la proposicion (a).

2. El apartado (b) de la proposicion se sigue de la desigualdad

lu— p|*dsS §<|S"_1|su lu— p|
o P < plu—pl|,

Sn—l

y el apartado 1. de la demostracion.
3. Para demostrar el apartado (b) se uS"~! — R una funcién propia del operador
de Laplace-Beltrami, es decir

Bu = Au.

Ahora distinguimos dos casos:

A) Sea A = {y(fy+n—2) para algiin £y € Ny. El objetivo es demostra que u es
una funcién arménica de grado 4.
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B)

De la parte (a) y (b) de la demostracién sabemos que los armonicos esféricos

son densos den L?(S"~!). Por lo tanto

N

u= lim Uy,
s

donde los u; son armdnicos esféricos de grado /.

Ahora, para cada ¢ tenemos

A uupdS :/lBuugdS

Snfl
L 38
en / uBuydS
Snfl

"Lt 4n-2) [

Sn—
Por lo tanto,

A—L(l+n—2)] /Sn_l uuyds.

En particular,
/ » uugdS =0 para l = l,

lo cual a su vez implica
N

_ Y _ 2
O—/SnluugdS— lim Z /nlumugdS—/SnlugdS.

N—>oom:1

Es decir,
ug =0 paratodo ¢ # {y,

y por lo tanto
U= uy,

que es un armoénico esférico de grado ¢, como se queria demostrar.

1I/tl/tga'S.

(41)

Sea A # (£ +n—1) para toda ¢ € Ny. En este caso, (41) implica que u es
perpendicular a todos los arménicos esféricos de grado ¢, y por lo tanto a todos
las combinaciones lineales finitas de arménicos esféricos. Es decir, por la parte
(b) del la proposicién u es perpendicular a un conjunto denso en L>(S* 1) y

por lo tanto
u=0 sobre S"!,

lo cual implica el dltimo caso de (c), y la proposicion.



